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1. 微分
物理量 yは位置座標 xや時間 tを決めると、その物理量の値は決定出来る。
このように、ある変数 xの値が定まると他の変数 yが決められる時、数学で
は yは xの関数であるといい、y = f(x)と書く。物理量を表す関数は特別な
点を除き、連続である。

さて、yと xがこのような関数関係にある場合を考えよう。今、xがごくわ
ずか∆xだけ変化し、x+∆xとなった時、y = f(x)はどのように振舞うかを
知りたい。上の定義を用いれば、その変化は∆y = ∆f = f(x + ∆x) − f(x)

となる。∆xが微少であり、∆x → 0を満たす時、∆f → 0となる。その時

∆f = f(x + ∆x) − f(x) ∼= f
′
(x)∆x, (1)

と書ける。f
′
(x)は∆x → 0の極限で次式により与えられ

f
′
(x) = lim∆x→0

f(x + ∆x) − f(x)

∆x
, (2)

= lim∆x→0
∆f

∆x
, (3)

≡ df

dx
, (4)

これを関数 f(x)の導関数と呼ぶ。

2. 関数の展開
一般に関数 f(x + ∆x)を∆xについて展開することを考えよう。
(x + ∆x)2, (x + ∆x)3, (x + ∆x)α

1
1−x

= (1 − x)−1

(x+∆x)α = xα{1+ α
1!
(∆x/x)+ α(α−1)

2!
(∆x/x)2 · · ·+ α(α−1)···(α−n+1)

n!
(∆x/x)n +

· · ·}

問題１　さまざまなAについてのグラフを考えよう：
y = Ax2 + x4

問題２　多項式の展開を考え，それらを∆xの冪に整理しよう：
3(x + ∆x) + 1

5(x + ∆x)2 + 6(x + ∆x) + 10

(x + ∆x)3 + 4(x + ∆x)2 + 5(x + ∆x) + 1



3. テーラー展開
何回でも微分可能な関数 f(x)に対して、次のテーラー展開が導かれる：

f(x + ∆x) = f(x) + f
′
(x)∆x +

1

2!
f

′′
(x)(∆x)2 +

1

3!
f (3)(x)(∆x)3 + · · ·(5)

+
1

n!
f (n)(x)(∆x)n + · · · , (6)

問題２での展開式（∆xの冪に整理）と上のテーラー展開式とを見比べて、
関数の微分が∆xの冪の係数として現れていることを確かめよ。

展開の例：

exp(x) =
∞∑

n=0

xn

n!
, (7)

exp(ix) = cos x + i sin x (8)

=
∞∑

n=0

(−1)n x2n

2n!
(9)

+ i(
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
). (10)

log(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1xn

n
. (11)

4. 微分方程式
ある時間 t0における位置座標 xや速度~vを決めると、それ以後すべての時間
の質点の位置座標 xや速度 ~vが予言できる。（微分方程式）

(a) 質点の自由落下

m
dv

dt
= m

d2x

dt2
= F = mg. (12)

(b) 圧力と高さの関係

dp

dt
= −ρg, (13)

ρ = m/V = pµ/RT. (14)


